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ABSTRAK 

 

Semiring didefinisikan sebagai himpunan tak kosong dengan dua operasi biner (penjumlahan 

dan perkalian). Di bawah operasi penjumlahan semiring merupakan monoid komutatif, dan di 

bawah operasi perkalian merupakan semigrup, serta berlakunya sifat distributif perkalian terhadap 

penjumlahan (distributif kiri dan kanan). Seperti sruktur ring, dalam semiring juga dikenal 

beberapa substruktur dan sifat-sifat  serupa yang meliputi ideal; pembagi nol; invers; elemen 

identitas dan homomorfisme. Semiring dapat dikonstruksi dari hasil kali langsung semiring dengan 

operasi per-komponen dan latis distributif. Selanjutnya semiring yang dibangun dari aljabar Boole 

hingga dengan kardinalitas lebih dari dua merupakan semiring ketat, komutatif dengan kesatuan 

dan mempunyai pembagi nol. Pada bagian akhir, juga akan disajikan bahwa himpunan polinom 

dapat membentuk semiring polinom dengan operasi pada polinom.  

 

Kata Kunci:    semiring, hasil kali langsung  semiring, latis distributif, aljabar  Boole, semiring 

polinom atas semiring. 

 

PENDAHULUAN 

Dalam  karya ilmiah ini, penulis akan  

membahas sifat-sifat semiring dan 

konstruksinya. Dari semiring yang telah 

didefinisikan, juga akan dibahas  beberapa 

substruktur dan sifat-sifat yang serupa seperti 

struktur ring yang meliputi:  ideal, pembagi 

nol, invers, elemen identitas dan 

homomorfisme. Semiring dapat dikonstruksi 

dari hasil kali langsung semiring dengan 

operasi per-komponen dan latis distributif. 

Semiring yang dibangun dari aljabar Boole 

hingga dengan kardinalitas lebih dari dua 

merupakan semiring ketat, komutatif dengan 

kesatuan dan mempunyai pembagi nol. Pada 

bagian akhir, juga akan disajikan bahwa 

himpunan polinom dapat membentuk 

semiring polinom dengan operasi pada 

polinom.  

Kajian Teori 

Definisi 2.1: 

Himpunan dikatakan hingga (finite set) jika 

merupakan himpunan kosong atau 

mempunyai n  anggota, dengan n  bilangan 

bulat positif. Dan himpunan dikatakan tak 

hingga (infinite set) jika tidak merupakan 

himpunan hingga.  

Definisi 2.2: 

Misalkan C  dan D  adalah dua himpunan 

tak kosong. Maka hasil kali himpunan 

(product set) dari C  ke D , yang dinotasikan 

dengan C D  adalah himpunan yang 

memuat semua pasangan terurut ( dc, ) 

dimana Cc  dan ,Dd   atau secara 

matematis dituliskan sebagai: C D

}.,:),{( DdCcdc   Konsep dari hasil 

kali himpunan ini dapat diperluas untuk 

sebanyak hingga dari himpunan dengan cara 

yang natural. Hasil kali himpunan-himpunan 

nCCC ,...,, 21  dinotasikan dengan 

nCCC  ...21  yaitu pasangan berurutan 

dari n  tupel, di mana secara formal 

dituliskan sebagai berikut: 

nCCC  ...21 iin Ccccc  :),...,,{( 21    

untuk setiap i  dengan ni 1 }. 

Definisi 2.3: 

Misalkan DCf : ;  fungsi dari 

himpunan C  ke himpunan .D  
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1. f dikatakan satu-satu (injektif) jika dan 

hanya jika untuk setiap dua elemen 

berbeda di C , maka peta (bayangan) 

kedua  elemen tersebut berbeda. 

2. f dikatakan pada (surjektif) jika dan 

hanya jika setiap elemen di D  

merupakan peta (bayangan) suatu elemen  

di .C  

3. f dikatakan berkorespondensi satu-satu 

(bijektif) jika dan hanya jika f satu-satu 

dan pada. 

Definisi 2.4: 

Himpunan tak kosong H  dengan operasi  

biner  , disebut semigrup jika memenuhi: 

(i).   HbaHba  ,,  

(ii). Gcbacbacba  ,,),()(  . 

Semigrup H  dengan operasi   dinotasikan 

dengan ),( H . 

Definisi 2.5: 

Semigrup ),( H  yang memenuhi sifat 

He Haaeaae  ,  

disebut monoid. e merupakan elemen 

identitas. 

Jika operasinya bersifat komutatif,  maka 

disebut monoid komutatif. 

Definisi 2.6: 

Sebuah relasi R  dari himpunan C  ke 

himpunan D  adalah subhimpunan tak 

kosong dari .DC  

Definisi 2.7: 

R  disebut relasi urutan parsial  pada 

himpunan tak kosong P  jika memenuhi 

aksioma-aksioma  di bawah ini: 

Jika Pcba ,, , maka: 

1. aRa    (sifat refleksif) 

2. Jika aRb  dan bRa  maka ba   (sifat 

antisimetri) 

3. Jika aRb  dan bRc  maka aRc    (sifat 

transitif). 

Biasanya relasi pada himpunan terurut parsial 

(poset) dinotasikan dengan ” ” atau ” ”. 

Hal ini berarti Rbaba  ),(  atau 

Rbaba  ),(  dan a dikatakan lebih 

kecil atau sama dengan b , atau b dikatakan 

lebih besar atau sama dengan .a  

),( P  atau ( ,P ) disebut himpunan terurut 

parsial (poset). 

Definisi 2.8: 

Himpunan terurut adalah himpunan yang 

diberi relasi urutan parsial. 

Definisi 2.9: 

Misalkan C  himpunan terurut dengan relasi 

  dan D  subhimpunan dari .C  

Kita katakan d elemen terbesar dari ,D  jika 

Dd   dan dx   untuk setiap .Dx  

Definisi 2.10: 

Misalkan C  himpunan terurut dengan relasi 

  dan D  subhimpunan dari .C  

Kita katakan d elemen terkecil  dari ,D  jika 

Dd   dan xd   untuk setiap .Dx  

Definisi 2.11: 

D  subhimpunan dari C  dikatakan terbatas 

di atas jika ada sebuah elemen Cc  

sedemikian sehingga ,cx  untuk setiap 

Dx  dan c disebut batas atas dari .D  Jika 

himpunan semua batas atas D  mempunyai 

elemen terkecil, maka elemen tersebut 

disebut batas atas terkecil (supremum) dari 

D  dan dinotasikan dengan sup ( D ),  di 

mana bisa  terjadi bahwa sup( D ) bukan 

merupakan elemen dari .D  Jika sup( D ) D  

maka merupakan elemen terbesar dari .D  

Definisi 2.12: 

D  subhimpunan dari C  dikatakan terbatas 

di bawah jika ada sebuah elemen Cc  

sedemikian sehingga ,xc   untuk setiap 

Dx  dan c  disebut batas bawah dari .D  

Jika himpunan dari semua batas bawah D  

mempunyai elemen terbesar, maka elemen 

tersebut disebut batas bawah terbesar 

(infimum) dari D dan dinotasikan dengan inf 

( D ),  di mana bisa  terjadi bahwa  inf( D ) 

bukan merupakan elemen dari .D   Jika inf(

D ) D  maka merupakan elemen terkecil 

dari .D  
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Definisi 2.13: 

Himpunan terurut parsial ),( P  disebut 

himpunan terurut total atau rantai jika ba   

atau ab   , ., Pba   

Definisi 2.14: 

Misalkan ),( P  himpunan terurut, dan 

Px .  Misalkan x  dinotasikan sebagai 

segmen bawah dari x ,  yaitu 

}|{ xyPy  dan x  dinotasikan sebagai 

segmen atas x , yaitu   }.|{ yxPy   

Tinggi  x  didefinisikan  sebagai  banyak titik  

pada segmen bawah x ;  dengan kata lain,  

tinggi  elemen x   adalah banyak  titik  pada 

rantai terpanjang yang berakhir di .x  

Definisi 2.15: 

Poset ( ,L ) disebut himpunan terurut latis 

jika sup ),( yx  dan inf ),( yx  ada, untuk 

setiap ., Lyx   

sup ),( yx  artinya adalah sup },{ yx  dan inf 

),( yx adalah inf },{ yx  untuk setiap 

., Lyx   

Akibat 2.16: 

1. Setiap himpunan terurut total adalah 

himpunan terurut latis. 

2. Pada himpunan terurut latis ( ,L ) 

pernyataan-pernyataan berikut  

ekivalen untuk semua x  dan y  di 

,L  

      a.  yx   

 b. sup yyx ),(  

c.  inf .),( xyx   

Definisi 2.17: 

Latis aljabar ),,( L  adalah himpunan tak 

kosong L  dengan dua operasi biner 

(gabungan) dan  (irisan) yang memenuhi 

syarat-syarat sebagai berikut untuk semua 

Lzyx ,, , berlaku: 

 .1L xyyx  ,                                         

,xyyx   

 .2L zyxzyx  )()( ,                        

,)()( zyxzyx   

.3L xyxx  )(                                        

,)( xyxx   

.4L xxx  ,                                                

.xxx   

Teorema 2.18:        

Misalkan ( ,L ) himpunan terurut latis. Jika 

),inf( yxyx   dan ),sup( yxyx   

maka  ),,( L  adalah latis aljabar. 

Teorema 2.19:        

Misalkan ),,( L  latis aljabar. Definisikan 

yx  , jika xyx   (atau yyx  ). 

Maka ( ,L ) himpunan terurut latis. 

Definisi 2.20: 

L  disebut latis rantai jika relasi ” ” urutan 

total pada L  dan  ),( L  himpunan terurut 

latis.  

Pada latis rantai L  berlaku  untuk setiap 

Lba ,  maka kita punya ba   atau  

.ab   

Definisi 2.21: 

Misalkan L  dan M  dua latis. Pemetaan 

MLf :  disebut homomorfisme 

urutan, )()( yfxfyx   untuk semua 

., Lyx   

Definisi 2.22: 

Misalkan L  dan M  dua latis. Pemetaan 

MLf :  disebut isomorfisme urutan  

jika: f  homomorfisme urutan, f  injektif 

dan f  surjektif. 

Definisi 2.23: 

Latis L  dikatakan distributif jika untuk 

semua Lzyx ,,  berlaku 

)()()( zxyxzyx   atau  

)()()( zxyxzyx  . 

Definisi 2.24: 

Latis L  dengan elemen terkecil 0 dan 

elemen terbesar 1 disebut berkomplemen jika 

untuk setiap Lx  ada paling sedikit satu 

elemen y  sedemikian sehingga 0 yx  

dan  1 yx , y  disebut komplemen .x  
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Akibat 2.25: 

Jika L  latis distributif,  maka untuk setiap 

Lx  mempunyai paling banyak 1 

komplemen yang dinotasikan dengan '.x  

Definisi 2.26: 

Aljabar Boole adalah latis terurut dengan 

elemen terbesar 1 dan elemen terkecil 0 yang 

bersifat distributif dan berkomplemen. 

Pembahasan 

Definisi 3.1: 

Himpunan tak kosong S dengan dua operasi 

biner “+” dan “ ” (penjumlahan dan 

perkalian), disebut semiring jika memenuhi 

beberapa aksioma berikut: 

1.  ( ,S ) merupakan monoid 

komutatif. 

2.  ( ,S ) merupakan semigrup.                                     

3. Operasi perkalian distributif terhadap 

operasi penjumlahan, yaitu: 

     ( ba  ) )()( cbcac    

)()()( cabacba   ,     

.,, Scba   

Semiring S  dengan operasi pertama “+”, dan 

operasi kedua “  ” dilambangkan dengan (

,,S ).                                                          

Definisi 3.2: 

Semiring ( ,,S ) merupakan semiring 

komutatif jika semigrup ),( S  adalah 

semigrup komutatif. Jika semigrup ),( S  

tidak komutatif, maka ( ,,S ) disebut 

semiring non komutatif. 

Definisi 3.3: 

Diberikan semiring ( ,,S ). Jika semigrup 

),( S  merupakan monoid, maka semiring (

,,S ) merupakan semiring dengan elemen 

identitas. 

Definisi 3.4: 

Misalkan ( ,,S ) adalah semiring. Jika ada 

Nm  sedemikian hingga ,0ms   artinya 

(... sss  sebanyak 0) m , Ss , 

maka  kita mengatakan bahwa semiring (

,,S ) berkarakteristik .m  Pada kasus S  

berkarakteristik m , kita tulis kar .mS   

Jika tidak ada m  yang demikian, maka 

semiring ( ,,S ) berkarakteristik nol dan 

kita tulis kar .0S                               

Definisi  3.5: 

Misalkan 1S  dan 2S  dua semiring. Semiring 

1S 2S = };|),{( 221121 SsSsss   

merupakan hasil kali langsung 1S  dan 2S

dengan operasi per-komponen.  

Demikian juga  

},...,3,2,1;/),...,,{(

...

1321

321

niSsssss

SSSS

in

n




 

juga merupakan semiring dengan operasi 

yang serupa dengan 1S 2S . 

Definisi  3.6: 

Misalkan ),,( S  semiring. P , .SP 

P  disebut subsemiring dari S  jika P  di 

bawah operasi yang sama dengan operasi di  

S  membentuk  semiring. 

Definisi  3.7: 

Misalkan S  semiring. I ., SI   I

disebut  ideal kanan (kiri) di S jika : 

1. I merupakan subsemiring. 

2. )( IisIsi   ; untuk semua Ii  

dan  .Ss  

Definisi  3.8: 

Misalkan ),,( S  semiring. I SI  , . 

I  dikatakan ideal di S  jika I  merupakan 

ideal kanan dan ideal kiri di .S  

Definisi  3.9: 

Misalkan ( ,,S ) adalah semiring. 

}0{Sx disebut pembagi nol di S  jika 

ada 00,  yxySy  . 

Definisi  3.10: 

Misalkan ( ,,S ) semiring non komutatif  

dengan elemen identitas I . Sx  dikatakan 

mempunyai elemen identitas kanan (kiri) jika 

ada )( IxyIyxSy   . 

Definisi  3. 11: 

Misalkan ( ,,S ) adalah semiring. Sx  

disebut idempoten jika .2 xxxx   
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Definisi  3.12: 

Misalkan S  dan 
'S  dua semiring.  Pemetaan  

': SS    disebut  homomorfisme 

semiring   jika  )()()( baba     dan   

),()()( baba     untuk  semua 

., Sba   

Definisi 3.13: 

Misalkan ( ,,S ) semiring. S  disebut 

semiring ketat (strict), jika 0ba  

mengakibatkan 0a  dan .0b  

Definisi  3.14: 

Misalkan ( ,,S ) semiring dengan identitas 

.I  Sx  dikatakan invertible atau 

mempunyai invers jika ada 

.IxyyxSy    

Teorema 3.15 : 

Misalkan ( ,,L ) latis distributif dengan 

elemen terkecil 0, maka ( ,,L )  adalah 

semiring. 

Bukti: 

Diketahui : ( ,,L ) adalah latis distributif. 

Akan ditunjukkan  ( ,,L ) merupakan  

semiring. 

1. ),( L merupakan monoid komutatif. 

i. Dari definisi latis, jelas bahwa L  

tertutup di bawah operasi ).(  

ii. Operasi )( asosiatif di L .  

iii. Operasi )( komutatif di L . 

iv. 0 merupakan elemen identitas L  di 

bawah operasi ).(  

Dari (i) - (iv), maka ),( L merupakan 

komutatif monoid. 

2. ),( L merupakan semigrup. 

i. Dari definisi latis, jelas bahwa L  

tertutup di bawah operasi ( ). 

ii. Operasi ( ) asosiatif di L .  

      Dari (i) dan (ii) maka ),( L merupakan 

semigrup. 

3. ),,( L  merupakan latis distributif 

(diketahui). 

Berdasarkan (1)-(3),maka ),,( L  

merupakan semiring. 

Akibat 3.16: 

Hasil kali langsung  dari latis-latis distributif  

dengan elemen terkecil nol adalah semiring. 

Bukti:  

Berdasarkan Definisi 3.10 hasil kali langsung  

semiring adalah semiring. Karena  latis 

distributif dengan elemen terkecil nol  adalah 

semiring (Teorema 3.25), maka  hasil kali 

langsung  latis-latis distributif adalah 

semiring. 

Akibat 3.17: 

Semua latis rantai adalah semiring. 

Bukti:  

Dari penjelasan sebelumnya setiap latis 

rantai, distributif. Berdasarkan Teorema  

3.15, maka semua  latis rantai merupakan 

semiring. 

Akibat 3.18: 

Setiap aljabar Boole merupakan semiring. 

Bukti: 

Karena setiap aljabar Boole distributif, 

berdasarkan Teorema 3.25 maka setiap 

aljabar Boole merupakan semiring. 

Teorema 3.19: 

Semiring yang merupakan latis distributif 

berkarakteristik nol. 

Bukti:  

Ada elemen ,L  katakan 0a yang bersifat 

.,0 Nnana   

Definisi 3.20: 

Misalkan L  latis dengan elemen nol. La  

disebut atom jika untuk semua ,Lb  

.0 abab   

Akibat 3.21: 

Misalkan B  aljabar Boole hingga dan 

misalkan A  himpunan semua atom .B  Maka 

B  isomorfik dengan ),(AP  himpunan kuasa 

A . Dengan kata lain, 

).,),((),,(  APB  
Bukti: 

Karena B  aljabar Boole hingga,  tinggi 

setiap atom di aljabar Boole 2. Berarti jika a

atom, maka a bukan elemen terbawah. Dapat 

dibuktikan bahwa setiap elemen tak nol di B  

merupakan  gabungan atom-atom di 
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bawahnya. Dengan kata lain, Bx  dan 

,0x  maka axaBax &/{    

adalah atom} 

Karena B  himpunan hingga, maka gabungan 

himpunan hingga selalu ada.   

Misalkan  y xaBa  |{  dan a  atom} 

Dan Misalkan 'yxz   

Jelaslah bahwa xy   sebab y  merupakan 

gabungan elemen-elemen x . 

Andaikan 0z . Maka tinggi z sekurang-

kurangnya 2. Tetapi, di bawah z  ada paling 

sedikit 1 elemen  katakan b , yang tingginya 

2. Dengan kata lain, ada     atom b .zb   

Karena ,zb   maka kita punya: 

  yzyb   dan 

yyxyz  )'(  

 )'( yyx   

                      0x  

                     0  

Karena itu, .0 yb  

Jika n menyatakan banyak atom x  dan ia  

atom- atom berbeda x , ni   maka 

110 ...  naaay  

danjuga 

)...(0 10  ni aaabyb  

    )(...)()( 110  nababab  

Jadi 0 iab  dan akibatnya 0 iab

ni , . Tetapi ini berarti bahwa atom b  

berbeda dari  setiap atom ia . Sebab, jika  

b ia ,   maka .0 bab i     Karena 

zx    dan  bz   maka xb    dan kita 

dapat menyimpulkan bahwa   b adalah salah 

satu atom diantara atom ia . Ini kontradiksi, 

sehingga 0z . Karena 0z ,  maka  

)'(1 yyxxx   

                       )'()( yxyx   

             0)(  yx  

     yx  

Jadi .yx   

Karena yx   dan xy  , maka .yx   

Definisikan fungsi :f B  )(AP ,  dengan 

uaBauf  |{:)(   dan a atom} untuk 

semua .Bu  

Misalkan u Bv, dan vu  . 

1.  Jika a atom dan ua  , maka va 

sebab vu  . Ini berarti )()( vfuf   

     Jadi, f  adalah fungsi yang 

homomorfisme urutan. 

2. Ambil sebarang Bvu ,  dengan 

)()( vfuf  . Maka 

)|{)( uaAauf  , dan   

}|{)( vaAavf   

Berdasarkan hasil sebelumnya, u v  sebab 

kedua-duanya merupakan gabungan atom-

atom di ).()( vfuf    

Jadi f  injektif. 

3. Ambil sebarang )(APX  . 

Tetapkan  .Xx   

Akan ditunjukkan bahwa .)( Xxf   

Jelaslah )(xfX  , sebab setiap Xa  

dan a atom, pastilah x .Sebaliknya, ambil 

sebarang atom a  di bawah .x  Akan 

ditunjukkan a .X  

Misalkan },...,,{ 21 nxxxX   dan andaikan 

Xa . Maka xax   dan  

0 ixa . Karena a xa , kita 

mempunyai relasi                                                                                                                             

a = )...( 321 nxxxxa   

                             

)(...)()()( 321 nxaxaxaxa 

 

                                          .0  

Jadi 0a ; suatu kontradiksi sebab a atom 

di .B  

Jadi,  setiap atom di bawah x pasti elemen di 

X ; berarti, Xxf )(  

Karena )(xfX   dan Xxf )( ,  maka 

kita dapat menyimpulkan  .)( Xxf   Jadi, 

f  surjektif. 

Dari (1) – (3), maka f  isomorfisme urutan. 



Ana Rahmawati, Sifat-Sifat Semiring dan Konstruksinya  

 

 

71 

 

Jadi terbukti bahwa B  isomorfik dengan 

)(AP , yaitu  ).,),((),,(  APB  

Teorema 3.22: 

Aljabar Boole hingga dengan || B 2 , atau 

hasil kali langsung sejumlah hingga aljabar 

Boole hingga merupakan semiring ketat, 

komutatif dengan kesatuan dan mempunyai 

pembagi nol. 

Bukti: 

Telah kita buktikan bahwa setiap aljabar 

Boole adalah semiring. Untuk membuktikan 

bagian pertama teorema ini, cukup 

ditunjukkan keketatan, kekomutatifan, dan 

adanya elemen identitas serta pembagi nol. 

Ambil sebarang Bba ,  dengan 0ba . 

Karena setiap elemen tak nol di aljabar Boole 

merupakan   gabungan atom-atom di 

bawahnya, relasi ini mengakibatkan 0a  

dan 0b . Jelas dari definisi operasi   

pada B  bahwa operasi  komutatif. 1 

merupakan elemen identitas di bawah operasi 

.  Karena 2|| B , B  memiliki paling 

sedikit dua atom, katakan a  dan .b  Pastilah 

.0ba  Dengan kata lain, sekurang-

kurangnya atom-atom inilah yang merupakan 

pembagi nol .B  Hasil kali langsung 

sejumlah hingga semiring merupakan 

semiring. Telah kita buktikan setiap aljabar 

Boole merupakan semiring, berarti hasil kali 

langsung sejumlah hingga aljabar Boole juga 

merupakan semiring. Untuk membuktikan 

bagian kedua dari teorema ini, cukup 

ditunjukkan keketatannya, kekomutatifan, 

dan adanya elemen identitas serta pembagi 

nol. 

Ambil sebarang 

nn BBBxxxx  ...},...,,{ 2121  

dan 

     nn BBByyyy  ...},...,,{ 2121 . 

dengan 0 yx . Dari kesamaan dua n-

tupel, kita  mendapatkan: 

011  yx , 022  yx ,..., .0 nn yx  

Karena aljabar Boole merupakan semiring 

ketat,  maka  

0,0 11  yx  , 0,0 22  yx  , ..., 

0,0  nn yx , sehingga  

0}0,...0,0{ 21  nx   dan 

.0}0,...0,0{ 21  ny  Jelas dari definisi 

operasi   pada B bahwa operasi 

komutatif. }1,...,1,1,1{ 321 n  merupakan 

elemen identitas di bawah operasi  . 

2|| 1 B , maka 1B   memiliki paling sedikit 

dua atom, katakan 1x  dan 1y .      

nBBBxx  ...}0,...,0,{ 211  dan

nBBByy  ...}0,...,0,{ 211 . 

 Jelaslah 0x  dan 0y , tetapi   

}00,...,00,{ 11  yxyx                                                           

}0,...,0,0{                                                               

.0  

Definisi 3.23: 

Misalkan ( ,,S ) semiring komutatif dengan 

elemen identitas, dan misalkan x  suatu 

simbol. Misalkan  xS  semua  simbol 

berbentuk 
n

n xsxss  ...10 , dengan n  

bilangan bulat non negatif dengan  koefisien-

koefisien nsss ,...,, 10  di .S  Dua polinom

m

m xaxaaxp  ...)( 10  dan 

n

n xbxbbxq  ...)( 10 di  xS  

dikatakan sama, ditulis  )()( xqxp   jika 

ii ba  ; untuk setiap i . Kita mendefinisikan 

t

ti xcccxqxp  ...)()( 0 , dengan

iii bac  ; untuk setiap i . Dan kita 

mendefinisikan 
k

k xdxddxqxp  ...)()( 10  dengan 





i

t

titi bad
0

 untuk setiap ki 0  dan  

nmk  . 

Teorema 3.24: 

Himpunan polinom  xS  dengan dua operasi 

biner  ”+” dan ”” (penjumlahan dan 

perkalian) membentuk semiring polinom  

komutatif. 
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Semiring polinom  xS  dengan operasi 

pertama  ”+” dan operasi kedua  ””  

dilambangkan ( ,],[ xS ). 

Bukti: 

Jelaslah dari definisi operasi penjumlahan 

dan perkalian yang ditentukan   

di atas  xS  tertutup di bawah kedua operasi 

ini. 

1.     ),( xS  merupakan monoid komutatif. 

i.  Ambil sebarang ][)(),(),( xSxrxqxp   

 dengan 
m

m xaxaaxp  ...)( 10 , 

       
n

n xbxbbxq  ...)( 10 , 

dan 

       ....)( 10

s

s xcxccxr   

 Kita mempunyai 

)()]()([ xrxqxp 

)(])(...)()[( 1100 xrxbaxbaba t

tt 

 

dengan ),( nmmakst                                                         

  

 

...))())[( 111000  xcbacba

]))( u

uuu xcba  dengan ),( stmaksu 

. Karena operasi penjumlahan asosiatif di S , 

maka  

          

]))((...))(())([( 111000

u

uuu xcbaxcbacba 

 

                        )]()([)( xrxqxp   

Jadi operasi penjumlahan di  xS  asosiatif. 

ii. Ambil sebarang ][)(),( xSxqxp   

 dengan 
m

m xaxaaxp  ...)( 10  

                  
n

n xbxbbxq  ...)( 10  

       )()( xqxp

])(...)()[( 1100

t

tt xbaxbaba               

])(...)()[( 1100

t

tt xcbxcbab 

; ),( nmmakst   

                 )()( xpxq   

      Jadi operasi penjumlahan di  xS  

komutatif .  

iii. Pilih 
nxxxxO 0...000)( 2 

][xS . Maka  

 
n

n xaxaa )0(...)0()0( 10 

n

n xaxaa  ...10  

                                                   

)(xp , untuk setiap )(xp  xS . 

       Dari  (i) – (iii ),  kita mempunyai   xS  

merupakan monoid komutatif. 

2.   xS  merupakan semigrup. 

i.  Ambil sebarang ][)(),(),( xSxrxqxp   

 dengan 
m

m xaxaaxp  ...)( 10 , 

       
n

n xbxbbxq  ...)( 10 , 

dan 
s

s xcxccxr ...)( 10  . 

 Maka  )()(( xqxp

t

t xdxdd  ...10  

 dengan 



i

k

kiki bad
0

,    ti 0  dan 

nmt   

  )()]()([ xrxqxp

)...( 10

t

t xdxdd  

)...( 10

s

s xcxcc   

                                      

)...( 10

u

u xexee   

 dengan  ,
0





j

l

ljlj cde    

uj 0  dan .tsu   

 Karena 



i

k

kiki bad
0

,  berarti 





l

w

wlwl bad
0

, 

 sehingga lj

j

l

wlw

l

w

j cbae 








0 0

         

                               ljwlw

l

w

j

l

cba 











 

00

          

dengan jl 0 ; lw 0  
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                               lj

j

l

wlw

l

w

acb 







  









0 0

                  

dan uj 0  

                               )]()([)( xrxqxp      

Dengan memeriksa bahwa setiap suku dalam 

ruas yang satu merupakan suku ruas yang 

lain, kita dapatkan operasi perkalian asosiatif. 

Jadi operasi perkalian asosiatif di  xS .                                      

iii.  Ambil sebarang ][)(),( xSxqxp   

       dengan 
m

m xaxaaxp  ...)( 10 , 

dan 
n

n xbxbbxq  ...)( 10 . 

   )()(( xqxp
t

t xdxdd  ...10  

  dengan 



i

k

kiki bad
0

 

                    




i

k

kki ba
0

 

                  )()( xpxq   

       Jadi operasi perkalian di  xS  komutatif. 

  Dari i - iii, kita mempunyai  xS   

merupakan semigrup komutatif. 

3.  Ambil sebarang ][)(),(),( xSxrxqxp   

 dengan 
m

m xaxaaxp  ...)( 10  

              
n

n xbxbbxq  ...)( 10  

               
s

s xcxccxr  ...)( 10  

         ))()(())()(( xrxpxqxp 

kik

i

k

ba 




0

  + kik

i

k

ca 




0

                                                  

                                                              




k

i

k

a[
0

kib ( )].kic   

                                                              

)]()([)(( xrxqxp   

                ))()(())()(( xrxqxrxp

kik

i

k

ca 




0

+ kik

i

k

cb 




0

        

   kikk

i

k

cba 




0

                                                                                                                             

                                                            
)()](()([( xrxqxp                                                                

   Operasi perkalian distributif 

terhadap operasi penjumlahan di  xS . 

           Dari (1) – ( 3), kita menyimpulkan 

 xS  merupakan semiring komutatif. 

Teorema 3.25:  

Jika S  semiring ketat tanpa pembagi nol, 

maka demikian pula  semiring polinom  xS . 
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